Ejercicios de Analisis Matematico
Derivadas e integrales - Soluciones

Ejercicio 1. Calcula los limites siguientes.

e"z—l
Iog( 3 ) 5
X 1/x
-/ b) lim (—amtgx)

a) lim
x—0 X senx x—0 X
1/x2
. arcsernx — senx . 3senx — 3 x cosx
¢) Ilim ——— d) lim
x>0 x(1 —cosx) x—0 x3

Solucién.
2

a) Tenemos queiin >
x—=>0 X

usando que siitn 4(x) = 0, entonces&¥) —1 ~ h(x) (x — a). Por tanto, el limite pedido es una
xX—>a

= 1, como puedes comprobar usando la regla de L'Hbpital o, mejor

indeterminacion del tip(% y puede usarse la regla de L'Hopital (son funciones deraspla derivada
del denominador no se anula) pero podemos ahorrarnosdrsibantes de aplicar dicha regla, usamos
la equivalencia asintética sen~ x (x — 0). Tenemos asi:

e’ —1 e’ —1
log ( > ) log ( 3 )
X X

X senx x2

1)

Ahora aplicamos laegla salvadoraderivamos numerador y denominador, y tenemos que caleular
limite parax — 0 de la funcién:

x2 2x3e’ 2y e’ +2x y2e — e’ +1

ex? 1 2x5 x4

. . . 2 in2 .
Donde hemos usado la equivalencia asintotia-d ~ x? (x — 0) para ahorrarnos trabajo. Todo lo
que tenemos que hacer ahora es calcular el limite:

ox2e” e 41 Caxde e ]
lim ————— = (lasantaregla = lim =lim — =—.
x—0 x4 x—0 4)C3 x—0 2 2

También, recordando que dim g(x) = 1, entonces logg(x)) ~ g(x) — 1 x — a, podriamos haber

hecho lo que sigue:
e’ —1
log | — e’ —1 L
X A

~

X senx x2 x4
2 2

P X -~ .
El limite lim ————— se calcula facilmente con la ayuda del marques.
x—0 X

b) Puesto que arctg ~ x (x — 0), se trata de una indeterminacion del tif8. Segun la regla de
equivalencia logaritmica:

arctgx \ /*° 1 [arct
Iim( gx) =eL<:>I|’m—( glx—l):L.

x—0 X x—0 x2 X

Tenemos que:

1 (arctgx l)— arctgrx — x

x2 X x3
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AplicandoLo Unicotenemos:

1
1+x2_1_, -1 1

. arctgx —x ;
Iim ————— = Iim = lim =__.
x—0 x3 x—0 3x2 x—0 3(1 + x2) 3

. - . . 1
Concluimos que el limite pedido es |gual%.

¢) Este limite es una indeterminacion del ti@w el Santo Marqués de L'Hbpital viene en nuestra
ayuda.

1
———— —cosx
i TCsen —senx JI— 12
x>0 x(l—cosx)  x—01—cosx + x senx

Este limite sigue siendo una indeterminacioén del %py) podemos aplicar otra vdza Unica Regla
pero antes de hacerlo es conveniente simplificar.

V1 — x2 B 1 1 —+1—x2cosx 1 —+/1 —x2cosx
1 —cosx +xsenx /] — x2 1 —cosx +xsenx 1 —cosx + x senx

Donde hemos usado la evidente equivalencia asint%éa? ~ 1 (x — 0). Después de simplificar
—X
vemos que podemos aplidan Unico. Derivamos numerador y denominador y obtenemos:

\/l—xzsenx+#cos>c
V1—x2

2senx 4 x cosx

El limite de esta funcién para — 0 sigue siendo del tip@ y podemos volver a derivar numerador y
denominador, pero no es preciso porque dividiendoxpaumerador y denominador se tiene que:

senx 1
vl—x2senx+LCOSx V1 —x2 + COSx

V1 —x? _ X 1 —x? _)z
2senx + x COSx ,SEm 1 cosx 3
X

También podriamos haberlo hecho sin derivar tanto. Bastadar quel — cosx ~ %xz (x — 0) (es
otro de lodimites que debes saberte de mempri@nemos que:

arc sernx — senx arc sernx — senx arcsernx — x X — senx

~ =2 +2 2
x(1 — cosx) x3 x3 x3 @)
., x—senx 1 Lo . .
Sabemos queih ——— = E' Queda calcular el otro limite. Usando, una vez maRdgla Uni-
x—0 X
versal 1
— 1
arcsernx — J1 = %2
lim MCSCX =X g ML =X

x—0 x3 x—0 3x2
Simplificamos esta expresion.

1
—_— 1
/T 2 B 1 I—vV1—-x%2 1—-+1-x2
3x2 V) 3x2 3x2
El limite sigue siendo una indeterminacion del t%)p podemos aplicar de nuevolRegla pero es mas
sencillo simplificar multiplicando numerador y denominagor 1 + +/1 — x2 con lo que resulta:

1—-v1-x2 x?2 . 1 _)l
3x2 21+ vV1-x2) 3(1+vV1-x2) 6
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. . . L . 1 1 2
Teniendo en cuenta la igualdad (2), deducimos que el lireitédo es igual ag + 26 =3

d) Se trata de un limite del tipdinh u(x)*™ donde:

3senx — 3x cosx 1
u(x) = 3 soux) ==
x X

Empezaremos calculandfng u(x). Como es una indeterminacion del ti@ousando la RUPCL (Re-
X—>
ceta Universal Para Calcular Limites) tenemos que:

. 3senx — 3xcosx . Xxsenx
Ifim 3 = lim > =1
x—0 X x—0 X

En consecuencia, el limite pedido es una indeterminacitipdel *°. Usamos el criterio de equivalen-
cia logaritmica y tenemos que:

v - 0= (

3 senx — 3x COSx . 3 senx — 3x cosx — x?
x3 x5

Podemos ahora usar una vez mas la RUPCL. Derivando numegrddaominador resulta:

3xsenx —3x?  3senx—x 31 1
= _ = ——
5x4 5 X3 376 10
Concluimos queim u(x)*™ =g /19, o
x—0

Comentarios. Hay errores de todo tipo. Los principales son debidos a qusimplificais antes y
después de aplicar la regla de L'Hopital. Por supuesto, heanaplica la regla sin pararse a comprobar
que puede hacerlo, es decir, que el limite en cuestién esndeterminacion del tipcg 0. Esees
un error tipico. Otro error muy frecuente es sustituir ensuraa una funcién por otra asintéticamente
equivalente. Lo hemos repetido muchisimas veces: eso raefhwseerseno se puede sustituir una
funcién por otra asintéticamente equivalente en una sumeso solamente puede hacerse cuando
la funcion multiplica o divide a todas las demas. Por ejemgddemos que Igg + x) ~ x para

x — 0, pero no es verdad que sen- log(1 + x) ~ senx — x parax — 0; de hecho se tiene que
senx—log(1 +x) ~ x2/2. Tampoco pueden sustituirse equivalencias asintotichseiones, es decir,
sia(x) ~ B(x) parax — ay f es unafuncion, no es verdad en general fjite(x)) ~ f(B(x)) para

x — a. Por ejemplo, las funcioneg y x? + x son asintéticamente equivalentes para +oo, pero
e*’** no es asintéticamente equivalente"é parax — +oo (Su cociente diverge positivamente).

Otro error demasiado frecuente se debe a que descomponkisitencomo suma de varios de
cualquier manera. Como norma genenakca descompongas un limite como suma o como producto
de otros eso solamente puedes hacerlo si sabes que cada una dedasdsren la suma o en el
producto tiene limite finito.

Ejercicio 2. Calcula las dimensiones (radio y altura) de una lata cilfadte un litro de capacidad cuyo
costo de produccién sea minimo. Se supone que no se despafdiinio al cortar los lados de la lata,
pero las tapas de radiose cortan de cuadrados de lattopor lo que se produce una pérdida de metal.

Solucién. Hay que minimizar la cantidad de aluminio empleada parariadata. Llamandad: a la
altura, nos dicen que el volumen &ditro. En lo que sigue supondremos que usamos el decimetro
como unidad de medida Por tanto deberd ser:
1
arth=1=h= —

mr
La cantidad de material empleado seréa la suma del &real ld¢slealata mas los dos cuadrados de lado
2r que se necesitan para hacer las tapas, esteci + 2(2r)?. Sustituyendo el valor dieobtenemos
la funcion:

fr)=2 480
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definida en]0, +oco[. El ejercicio nos pide calcular un valor minimo absoluto dshd funcién en
10, +oc. Para ello, como es una funcidn derivable, calcularemopulmgos criticos y estudiaremos
la variacién en el signo de la derivada.

8r3 —1
r2

2
flr)y=—=+16r=2
.
Por tantof’(r) = 0 = r = 1/2. Deducimos facilmente que:

0<r<1/2= f'(r) <0=> [ || en]0.1/2]= f(r) > f(1/2)
1/2<r=> f'(r)>0=> f 1} en[l/2, +oo[=> f(1/2) < f(r)

Hemos probado qu¢ alcanza un minimo absoluto para= 1/2. Por tanto, para minimizar el coste
de produccién debemos cortar cuadrados de lade- 1 decimetro y la altura de la lata debe ser
h=4/7 ~ 1.273 decimetros.

Alternativamente, podemos razonar como sigue. La derigagfase anula en uanico puntoen el
intervalo]0, +oo[. Por tanto, debe tener signo constante en los intery@log2[y ]1/2, +oo[. Como
f'(1/4) <0y f'(1) > 0, deducimos que tiene que sgf(r) < 0enl0,1/2[y f/(r) > 0 en]0, +oc.
©

Comentarios.Lo que hay que minimizar es la cantidad de aluminio que senask superficie de la
lata. El enunciado es muy claro al respecto.

En este ejercicio y en los ejercicios 3 y 5 muchos de vososass la derivada segunda. Lo repetiré
una vez mas: el criterio de la derivada segunda nos informma gunto critico es un extrenrelativo,
dicho criterio no proporciona informacién de si dicho puesoun extremo absoluto en un intervalo.
En los ejercicios de extremos casi siempre se buscan exdrebswmlutos, por lo que el criterio de la
derivada segunda por si solo no es suficiente. Cuando ladarsegunda es siempre positiva o siempre
negativeen todos los puntos de un intervalmn tal caso si se puede asegurar que el Unico punto critico
de la derivada es, respectivamente, un minimo o un maximawbs. Mi consejo es que, siempre
gue sea facil, se estudie el signo de la derivada primerazalgerda y a la derecha del punto critico.
Esto es particularmente sencillo cuando en el intervalaimaynico punto critico, porque en tal caso a
ambos lados de dicho punto critico la derivada debe teneo signstante (¢, sabes por qué?), por lo que
es suficiente evaluar la derivada en dos puntos, uno a cadaéhgunto critico, o bien calcular los
limites de la derivada en los extremos del intervalo, pavarssu signo a ambos lados del punto critico.

Ejercicio 3. Calcula un puntdu, v) de la parabolay = 3 — x? de forma que el triangulo determinado
por la tangente a la pardbola en dicho punto y los ejes coadisrtenga area minima.

Solucién.

y=3—x2

[ \{
Pongamog (x) = 3 — x2. La tangente en un punto genériea f(u)) es la recta de ecuacion:

y=fW)+ f'(u)(x—u)=3+u*—2ux.
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Los puntos de corte con los ejes de dicha rec’caA;@ﬂ(?’JzF;‘2 , 0) y B = (0,3 4+ u?). Consideraremos

en lo que sigue que > 0. El &rea del triangul®A B es:

hiu) = %.

Se trata de calcular el minimo absoluto de dicha funciéR €nTenemos que:

4G+ u) - B+ ud)? 33+ uPH)wr-1)
B 442 B 442 ’

h'(u)
Obtenemos que el Gnico punto critico/denR T esu, = 1. Tenemos que: Deducimos que:
O<u<l=h'(u)<0=h | en]0,1]= h(u) > h(1)
l<u=h'(u) >0=h 1 en[l, +oo[ = h(1) < h(x)
Hemos probado asi quigu) > /(1) para toda: > 0. Por tanto, para > 0, el triAngulo de &rea minima
se obtiene para =1y su area es igual/a(1) = 4.
Por la simetria de la parabola, para: 0, se obtiene otro triangulo de area minima pasa—1. ©

Comentario. En este tipo de ejercicios valoro mucho la justificacion de gjupunto critico obtenido
sea un extremo absoluto de la funcién en un cierto intervaielvo a repetir que para eso no basta so-
lamente con calcular el valor de la derivada segunda en gigchim. En general, la forma mas adecuada
es estudiar el signo de la derivada primera como se ha hecha.ar

Algunos se limitan a hacer un esquema parecido al siguiente.
© ¢ @

Y, sin escribir ni una palabra, suponen que eso justifica gue puntoc hay un minimo absoluto. No
esta mal hacer esquemas, pero un esquema es una explicagifuobre. Siempre debes explicar con
palabras lo que haces, un esquema no es suficiente.

Ejercicio 4. Calcula el area de las dos partes en que la hipérhdla- y2 = 1 divide al circulo
x2+y?="1.

Solucién. Una representacion grafica siempre ayuda a evitar errores.
Se calculan facilmente los puntos de interseccion de diolvassy? = 7 — x2, y? = —1 + x2.

T—x?=—14x? < x?=4 < x=+2.

Los correspondientes valores gdeson4+/3.

Por simetria, el area pedida es dos veces el area de |la reypdeada en amarillo. Podemos calcular
el &rea de dicha regién considerandola como una regiona@é tgn cuyo caso su area viene dada por:

j; (r=r- i) o

También podemos calcular el &rea de dicha region considelgioomo region de tipo I. Las curvas
que la limitan por arriba son=+/x2 — 1 paral <x<2ey=+/1 — x2 paral <x < +/7. Las opuestas
de dichas curvas limitan a la region por abajo. Luego su dezeedada por:

2 V7
ZJ\/xz—ldx +2f V7 —x2dx
1 2
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Todo lo que queda es calcular las primitivas que permitaluavastas integrales. Se trata de primiti-
vas inmediatas pero debes saber calcularlas. Vamos aarafgirhitivas de las funcionega? — x2,
Vx2 4+ a2y v/x2 —a? dondes > 0.

Calculo de una primitiva de la funciévia? — x2.

Se supone en lo que sigue gefe— x2 > 0, es decifx| < a. Tenemos:

f\/az—xzdx =[x=asenz]=a2jcosztdz :azfmdtz

2
ot ,sen2t)  ,t  ,sencost a? x a’x x?
=a’= ——=d’- = —arcsen+ ——/1-==
YT T Tt T 2 it 24 e
le

X X
= —arcsen- + —va? — x2.
2 a 2
Calculo de una primitiva de la funciéiix? + a2.

f\/x2+a2dx = [x:asenh]:azfcosﬁtdt =a2fwdt=

2
,1  ,senl2r) ,t  ,2coshesenhr a? x a*x [x?
=a - a ——=da = a°-——— = — argsenh- — 1/ —= 1=
2+ 4 2+ 2 2 g a + 2al a? +
2
= % argsenh)£ + gx/xz + a2,
a

Calculo de una primitiva de la funciévix? — 2.
Se supone en lo que sigue que— a? = 0, es decix| = a. Tenemos:

fVX2—azdx =[x=acosht]=a2fsenﬁtdz :ff%dt_

2

,1  ,sent2r) ,t  ,senhrcoshy  a? x a*x [x?
=—a’- +a*———=—-a*- +a*—————=——argcosh- + — =/ = — 1=
2 + 4 2 + 2 2 g a + 2 a\ a?

2

a X X
= —— argcosh- + Esz — a2
a

2

Las relaciones usadas entre las funciones seno y cosenbdiipes se deducen directamente de sus
definiciones.
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Deducimos que:

g3
f (\/7—)/2 - \/1 +y2) dy = 7arcseiiy/3/7) —log(2 + +/3).
i

2 N
2J\/x2—1dx +2f V7 —x2dx =77n—7arcsem2/«/7)—log(2+x/§).
1 2

Por supuesto, ambos resultados son el mismo como puedesatianponMaxima ©
Comentarios.El primer ejemplo que hice en clase de la técnica de cambiarikgiles fue para calcular
a

la integralf va? — x2dx y, ademas, dije que la preguntaria en examen. Dicha integt@hecha en

—a
mi libro deCalculo Diferencial de Funciones de una Variapda el ejercicio resuelto 197 (pg. 451),
y también en el gjercicio resuelto 210 (pg. 489). Un ejeoaicuy parecido a este es el ejercicio resuelto
203 (pg. 469) en el que se calcula el &rea de la region comipleeadtre un circulo y una parabola. La
a

integralf v a? + x2 dx esta hecha en el ejercicio resuelto 222 (pg. 498).
—a

En este ejercicio muchos os limitais a evaluar las prinstigae figuran en la tabla de integrales
inmediatas de mi libro. No me parece mal que se haga eso eranreexescrito porque indica que has
estudiado y aprendido de memoria dichas primitivas, peremiendo que se haga asi en un ejercicio
para hacer en casa porque eso no me dice nada; simplemdntiae & copiar una primitiva 'y a eva-
luarla. Lo procedente es utilizar la técnica de cambio dmbbes. He tenido también en cuenta si se
hacen o no las simplificaciones necesarias para expressudiado final de forma clara. Muchos de
vosotros expresais el resultado con niumeros decimalesaMeg@bien que uses programas cdvizo
ximao Mathematicgpara calcular primitivas de forma simbdlica, siempre queatinpletes los pasos
intermedios para llegar al resultado final, pero no es ctirigaee uses dichos programas para dar direc-
tamente un resultado, en forma exacta o aproximada con n8mdecimales, sin més explicaciones.

2
Ejercicio 5. La parte de la pardboly =2 — Y dondeo < x < 2 gira alrededor de la recta =1,

donde0 < ¢ < 2. Calcula el volumen del sélido resultante (que seré unaduarde?). Calcula el valor
der que hace minimo el volumen de dicho solido.

7\
/

N
~

-

!

2

Solucién. Calculamos el volumen del sélido de revolucion por el métdddos discos. La seccion
2

. . . . . . X
perpendicular al eje de giro en un punto de absej$a< x < 2, es un circulo cuyo radio &s— -~ t.
El volumen viene dado por:

2 X2\’ 2 5 , x* , 8 8
nJ(Z—Z—T) dx:nj((z—z) —@2-1)x +T) dx=7r(2(2—z) _§(2_1)+§)
0 0
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Definamos g g
V() =202 —-1)* - 5(2 —1)+ 3

Se trata de calcular el minimo absoluto H&) en el intervalg[0, 2]. Sabemos que dicho minimo
absoluto o bien se alcanza en alguno de los extremos delafder en un punto critico. Tenemos que:

V(1) =—4Q—1) + g

El Unico punto critico es, = 4/3. Facilmente se obtiene que:

32 8 64
V(4/3)=—=<VQ)==< V() =—.
(@/3) =5 <V@ =3 <V(O0) =
Por tanto, el minimo absoluto del volumen se alcanza en débgyi y su valor es32/45. ©
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